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 ��� سلام به مغز متفکر

خوندی؟ دمت گرم! چون اگه نخونده باشی، این فصل برات مثل اینه که بری وسط یه سریال علمی  فصل اولو 

 놗놘놙녿놀놖 دون؟تخیلی، بعد بپرسی کی با کی دشمنه؟ چی شد؟ چرا همه دارن می 

     PDE حل کردنِ واقعی معادلات껠껡 :هاتو ساختی، وقتشه بریم سراغ اصل کاریحالا که پایه

 

 قراره چی یاد بگیریم؟

脥� های جادوی ریاضییه چیزی تو مایه، ای به اسم جداسازی متغیرهایه ترفند نایس و افسانه! 

 و هم اونایی که قشنگ ریختن به هم و دنبال دردسرن (ناهمگن) مخصوص هم معادلات منظم و اتوکشیده (همگن)،

뇉뇄뇅뇆뇇뇈뇊 

 ...ولی نگران نباش

 놼놽놾놻놿뇀 درفتار کر ODE بشه باهاشون مثل یه   شون کنیم کهرامشق رو یه جوری های کلهما بلدیم چجوری همین ناهمگن

رو با چند حرکت شطرنجی و   تر از امتحان نهایی ترم پاییزه، که ظاهرش ترسناک PDE قراره نشون بدیم که چطوری یه

 .حلبازانه، تبدیل کنیم به یه سری معادله ساده و قابلزرنگ

蘯蘰蘱蘲蘳蘴蘵蘶蘷蘸蘹 تو ببند،پشتی ریاضیکولهکُرن رو بذار کنار، فرمولاتو تیز کن، پس پاپ 

ها ازشون  شون کنیم، و آخرش مثل قهرمانیکی شکار کنیم، سادهها رو یکیچون فصل دوم یه سفره... قراره معادله

 격겪겫견겭굫구굯군굱국굮굲굳굴 جواب بگیریم 

虌虇虈虉虊虋 شدیم  باس فایت ریاضی بزن بریم که وارد مرحله  ...م میارنوها دوای؟ از اینجا به بعدش فقط نابقهآماده 뜜뜝뜡뜢뜞뜟뜠껠껡  
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وع شد، اين مدرک منو بديد   بازم شر

دانشüهبكنم تو سر در   

  چی هستن؟ PDEمعادلات 

  یه مشتق داریم، یادت اومد؟   گفتیم معادله دیفرانسیل چه معادله ایه؟ آفرین، معادله ای که توشمیتو دیفرانسیل اگه یادت باشه 

ن میدونستیم  کردیم دیگه، یعنی کاری نداشتیم مشتق نسبت به چیه، چو خب حالا اگه یادت باشه، ما همیشه اون مشتق رو نسبت به ایکس فرض می

  از دو تا چیز داری، مثلا نسبت به ایکس و ایگرگ! کردیم. حالا فرض کن یه معادله ای داری که توش مشتق نسبت به ایکسه و فقط میرفتیم حلش می

  مثلا اینجارو ببین :

  هم  مشتق  نسبت به 𝑥، هم  نسبت به 𝑦    | هستش    PDEمعادله  
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 −  2𝑥 +  

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 =  0 

𝑓��  مشتق  نسبت به  𝑥  فقط   |  هستش   ODEمعادله  

𝜕𝑥
 −  2𝑥 +  3

𝜕𝑓

𝜕𝑥
 =  4𝑦 + 5 

5  مشتق  نسبت به  𝑦  فقطهستش   |     ODEمعادله  
𝜕𝑓

𝜕𝑦
  +  3

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+ 5𝑦 =  0 

3𝑥  هم  مشتق نسبت  به  𝑥، هم  نسبت  به  𝑦، هم  نسبت  به  zهستش   |    PDEمعادله   + 4
𝜕𝑓

𝜕𝑦
 +  

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 5𝑦 =  1 −

𝜕𝑓

𝜕𝑧
 

+  5𝑥  توش نيست ون مشتقی چمعادله هست ولی اصلا معادله دیفرانسیل نیست  |    3𝑦 + 5𝑧 =  3𝑥 − 3 

  

که توشون فقط یه مشتق داشتیم (یعنی نسبت به یه    ODEخب حالا بزار یه رازی رو بهت بگم، به همه معادلات دیفرانسیل ای که تابحال خوندی میگن 

  PDEچیز) و به معادلاتی که توشون حداقل دو جور مشتق داریم (یعنی نسبت به دو تا چیز) میگن  

 껠껡 بشه؟ داغ  سرش  تا  کشهمی طول  چقدر کردنش،  گرم   به کنی شروع  اگه  ببینی خوایمی  حالا  ،فلزی داری فرض کن یه میله 

، دمای ۵ی : تو ثانیه  تونی بگیمثلا می —ای؟) و هم به زمان (چه زمانی گذشته؟) دمای میله هم به مکانش بستگی داره (کجای میلهقبول داری که 

 艝艞艟艠������قدرهی وسط میله ایننقطه

کنه. این تغییرات  طور بنویسی، نیاز داری یه تابعی داشته باشی که نشون بده دما چطور نسبت به مکان و زمان تغییر میخب حالا اگه بخوای اینو ریاضی

 굂굃굄 گیری نسبت به مکان و زمان یعنی مشتق 

  뇉뇄뇅뇆뇇뇈뇊 خوشگل خودمونه  PDEگیری؟ بله! این همون معادله دیفرانسیل جزئیه یا همون و چی میشه وقتی یه تابع داری که نسبت به چند تا متغیر مشتق می 

  

 

 

 

  

 

https://t.me/NanoAmouz


 

 

𝒅   و   پریم ،خب سوال چرا قبلنا برای نشون دادن مشتق 

𝒅𝒙
��    میزاشتیم، الان این ماسماسک  

𝝏𝒙
  اگه گفتی؟!  رو میزاریم؟   

ௗاولا پریم و    

ௗ௫
ௗ  گیریم،داریم نسبت به یه چیز مشتق می فرقی باهم ندارن، ما فقط برای راحتی کار پریم میزاشتیم، دوما وقتی ما   

ௗ௫
داریم، ولی وقتی داریم نسبت به چند تا چیز مشتق  می رو بر  

డ گیریم می

డ௫
  کاری هستش خیلی جدی نگیر، مهم اینه بتونی سوال کنی!اینا نکات ریزه  ؛داریم، چون این نماد جامع تری از مشتق هستش رو برمی   

  

  رو حل کنیم؟  PDEحالا چجوری این غول های بی شاخ و دم 

تبدیل بشه به دو تا معادله دیفرانسیل    PDEکنی که این  یعنی میای کاری می" هستش، جداسازی مهم ترین راهی که اینجا باید یاد بگیری اسمش "

معادله های گنده  ، برای اینکه خوب یاد بگیری، بیا تو مثال بهت یه نمونه کوچولو نشون بدم بعد بریم سراغ اینکه  )ODEمعمولی که بلدی حل کنی (همون  

  تر رو چجوری حل کنیم! 

𝑼��  جزیی معادله دیفرانسیلمثلا)  

𝝏𝒙
 + 

𝝏𝑼

𝝏𝒚
 =   رو حل کن.  𝟎 

   𝑥بیا فرض کنیم این تابع از دو تا تابعی ساخته شده که یکی شون فقط تابع   ، اول میایم میگیم 뼵뼶뼷뼳뼸뼹뼴뼺 گردیم دیگهمی  𝑈خب معلومه که ما دنبال تابع   

  ، اینجوری راحت تر میشه حلش کرد.   𝑦هستش و یکی شون فقط تابع   

𝑈 = 𝑋(𝑥). 𝑌(𝑦) 

یه متغیر دارند (یکی شون فقط ایکس و  دو تا تابعی هستش که هر کدوم فقط ضرب  گردیم حاصلیعنی اینکه فرض کردیم تابع اصلی مون که دنبال می

  눔눑눕눌눍눖눒눓눗 ، در واقع این همون تغییر متغیر خودمونه دیگه منتها اینم یه مدله!یکی فقط ایگرگ)اون 

  حالا اینو باید داخل معادله اصلی جایگذاری کنیم، چیا میخوایم؟ 

𝑈 = 𝑋. 𝑌              
௫  یعنی   مشتق  نسبت به   

డ

డ௫
 

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ              𝑋′. 𝑌                            𝑈 = 𝑋. 𝑌              
௬  یعنی   مشتق  نسبت به   

డ

డ௬
 

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ               𝑋. 𝑌′ 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
 +  

𝜕𝑈

𝜕𝑦
 =  0             

جایگذاری 
ሱ⎯⎯⎯ሮ            𝑋′. 𝑌 + 𝑋. 𝑌′ = 0 

.𝑋ضربه نهایی رو بهش بزنیم همیشه میایم کل معادله رو به     خب حالا برای اینکه  𝑌    کنیم :تقسیم می  

𝑋ᇱ. 𝑌 + 𝑋. 𝑌ᇱ = 0               
÷ .
ሱ⎯⎯ሮ            

𝑋′

𝑋
+

𝑌′

𝑌
=     یا      0

𝑋′

𝑋
= −

𝑌′

𝑌
 

هیچ راهی   هستش بعد اینا باهم مساوی اند؟  𝑦هستش و طرف راست مون فقط تابعی از     𝑥چجوریه که ما طرف چپ مون فقط تابعی از   الان یه سوال؟ 

  یه عدد ثابت اند، اگه عدد نباشند غیرممکنه بتونن با هم مساوی باشند! (اینجارو دوباره بخون)  نداریم جز اینکه قبول کنیم اینا حتما

  میزاریم، اینا تبدیل به معادله دیفرانسیل معمولی میشن : λنارو مساوی عدد ثابت مثل   هرکدوم از ای پس

𝑋′

𝑋
= 𝜆         

خطی مرتبه اول
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ        𝑋 = 𝑐𝑒(ఒ௫)                             −

𝑌′

𝑌
= 𝜆       

خطی مرتبه اول
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ          𝑌 = 𝑐𝑒(−ఒ௫)   
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معادلات معمولی هستند، اگه واقعا یادت نیست اصلا و ابدا ادامه نده، برو همین الان    بچه ها اینااین معادله دیفرانسیل هارو چجوری حل کردی؟ 

خیلی سنگینه و جا نداریم،  " رو دانلود کن و بخش "خطی ها" هارو بخون، حل شون تو یه خطه، راحته ولی چون این جزوه رانسیل به زبون آدمیزاد ف دیجزوه " 

 늍늉늊늋늎늌  بینی و بلد نیستی رو بری مرور کنی!باید قبلش یه دور حداقل معادله دیفرانسیل هایی که اینجا می

  خب دیگه تمومه جواب پیدا شد :

𝑈 = 𝑋. 𝑌          
پس 
ሱሮ          𝑐𝑒(ఒ௫). 𝑐𝑒(−ఒ௫)           

عدد ثابت هارو یکی  کنیم 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ          𝑈 = 𝐶𝑒(ఒ௫)𝑒(−ఒ௫) 

که هر کدوم باید برابر یه  جایگذاری کردیم، رسیدیم به این   𝑦 ، یکی فقط 𝑥   گفتیم جوابمون میشه ضرب دو تا تابع، یکی فقط  پس تا اینجا خلاصه داستان چیشد :

رو حل کردیم و جواب هر کدوم شد یه تابع نمایی. در نهایت جواب کلی شد ضرب اون   دیفرانسیل معمولیها از هم جدا هستن. بعد این معادلات عدد ثابت باشن چون تابع

 !همین؛ دو تا

، نه خوشگل محکم بشین که این تازه شروع کاره، من دارم  놊놅놆놇놈놉 ریاضی مهندسی به این عظمت همینقدر باشهکل داستان همین بود؟ یه لحظه فکر کن  

هاست، عجله نکن، یه خورده صبوری کن تا بتونم برات آروم آروم با دسته بیل   PDEکه خوب بفهمی، این فصل کلا درباره حل همین  یواش یواش میگم

      놌놅놆녿놀놋농 놊놅놆놇놈놉 جاش بندازم...

  رو سه سوته حل کنی...   PDE هر مدل یه بار کل راه رو ببین و بعد تو یه مثال برات کامل جا بندازم و اونقدر مثال حل کنم تا بیا 

 

 

 

 

 

 

 뇉뇄뇅뇆뇇뇈뇊 حل کنیم! بتونیم  رو که بلدیم دیگه، بریم مابقی داستان تا کامل 6خب تا 

به اینا  —برای جواب دادن باید بدونیم اول میله دما چقدره، آخرش چطوره و تو زمان صفر دما کجاست   PDE معادلههمون میله رو یادته، داخل  ورش چیه؟اینجا گفته شرط مرزی منظ

رو بگی باید همیشه شرایط مرزی داشته باشی   PDE یعنی برای اینکه جواب کامل معادلهخوام دماش رو حساب کنی، ولی بگو اول و آخرش چه خبره!» ؛ مثل اینکه بگی «میمیگیم شرایط مرزی

  بابا تو معادله دیفرانسیل معمولی هم بهمون شرط اولیه میدادن تا جواب خصوصی پیدا کنیم یادته؟ این همونه دیگه...   که خودِ سوال بهت میده!

خیلی ساده است، توی معادلاتی که با مشتق مرتبه دو سروکار داری میتونی لاندا رو یا مثبت بگیری   گفته تعیین علامت لاندا، خب حالا این چیه؟ اصلا برای چی مهمه؟ 4مرحله 

، اونوقت اصلا جواب نمیده و برعکس، تو بعضیا لاندا رو مثبت بگیری جواب نمیده، در کل یعنی مهمه که این لاندا  کنی؛ دلیل این کار اینه که تو بعضی معادله ها اگه لاندا رو منفی فرض  یا منفی

  لامصب رو مثبت بگیری یا منفی تا حتما به یه جوابی برسی! 

جواب این سوال دو صفحه است، کلی تحقیقات از مقالات انجام دادم و دیدم خیلی حالت ها داریم، اما مثل همیشه یه راهی برای دور   حالا از کجا بفهمم لاندا رو مثبت بگیرم یا منفی؟

  بگیری تمومه! حتما جواب میده!  𝝀𝟐−زدن ش.م هم پیدا کردم جیگرا، تو تمام مسائل کلاسیک (همونایی که استادت بهت میده مثل معادله گرما و مرج و...) اگه  

کنیم جواب ما دو تا تابع مستقل میفرض 
انداند که تو هم ضرب شده  

𝑈 = 𝑋. 𝑌 

.𝑋تقسیم کلش به   𝑌   که هر طرف فقط یه
 متغیر بمونه

. . .
𝑋”

𝑋
=

𝑌"

𝑌
. .. 

    (فقط کلاسیک ها) 𝜆2−مساوی گذاشتن هر طرف با  

𝑋”

𝑋
= −𝜆ଶ     ,   

𝑌"

𝑌
= −𝜆ଶ  

  حل جداگونه دو معادله دیفرانسیل معمولی 

𝑋” + 𝑋𝜆ଶ = 0    ,   𝑌" + 𝑌𝜆ଶ = 0 

 

  و پیدا کردن لاندا اعمال شرایط مرزی 

𝑈(0, 𝑡) =  مثلا   0

  جایگذاری جواب هاشون توی فرض اولیه مون 

𝑈 = 𝑋. 𝑌 

  و پیدا کردن ضریب ها  توی سری فوریه Uگذاشتن 

𝑢(𝑥, 𝑡) =  𝑎

ஶ

ୀଵ

𝑋 .  𝑏𝑇 

 

.𝑋تقسیم کلش به   𝑌    که هر طرف فقط یه
  متغیر بمونه 

. . .
𝑋”

𝑋
=

𝑌"

𝑌
. .. 
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گیریم و همیشه به یه جواب ساده ای  راحت اینو میبهش میگن شرایط دیریکله، یعنی همیشه جواب نمیده ها، ولی چون ما میدونیم اکثرا استادا تو امتحان همون معادله هارو میدن، دیگه خیلی 

  میرسیم.

مهم اینه که یه عدد ثابته دیگه؟ اینکه میگی یه عدد ثابته درسته، اما  استاد من نفهمیدم، خب من دلم میخواد این لاندا رو هرچی دوست دارم بگیرم، چی میشه مگه؟ 

بینی رو یه کاغذ بردار حلش کن، اونوقت خودت می  خب اینو می سپرم به خودت اگه حوصله داری لاندا رو یه چیز دیگه مثلا مثبت بگیر، بعد برو دو تا معادله دیفرانسیل ای که به دست اومده

  놊놅놆놇놈놉 کنی و پنچر میشی خوشتیپکه تو گل گیر می

ا جواب کامل بشه  چیه تی بدبخت آره دیگه ما از یه جاییمون لاندا درآوردیم کردیم توی معادله، حالا باید بگیم اون لاندا  پیدا کردن لاندا یعنی چی؟ مگه لاندا هم باید پیدا کنیم؟

  بینی!کنی خودش پیدا میشه، حالا تو مثال میدیگه، کار سختی هم نیست، همون شرایط مرزی رو اعمال  

هستند که مستقیم نمیشه   هاییابع ها معمولا پیچیده و به شکل تکنیم، جواب رو حل می  (PDE) وقتی یه معادله دیفرانسیل جزئی میزاریم توی سری فوریه؟جواب رو چرا تهش  

 کنههای ساده (مثل سینوس و کسینوس) تبدیل می ها رو به یه جمع از موج سری فوریه جواب  چون ،ذاریم داخل سری فوریهها رو می خوب تحلیلشون کرد. ما اون جواب 

نویسی، انگار داری دما رو به چند تا نوسان ساده تقسیم  ست. وقتی جواب رو توی سری فوریه می پیچیدهیه تابع  PDE کنی، جواب سازیخوای مدل روی یه میله رو می  ،مثلا فرض کن دما

 .تر میشهکنی که فهمیدنش راحت می

میدونم شاید به نظرت فوریه خودش سخت باشه اما در واقع   .تر کار کنیمشکنه به قطعات ساده و قابل فهم که باهاشون راحت رو می  PDE   های سختسری فوریه، جواب پس خلاصه اینکه: 

 놝놚놛놞놜 رفیق...شکنه داره کمر تابع های پیچیده رو می 

  

  رفیق.  جزئی رو با شرایط مرزی داده شده حل کنمعادله دیفرانسیل مثلا)  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝜕𝑈

𝜕𝑡
= 𝑎ଶ

𝜕ଶ𝑈

𝜕𝑥ଶ
      0 < 𝑥 < 𝑙

𝑈(𝑥, 0) = 𝑥                            
𝑈(0, 𝑡) = 0                            
𝑈(𝑙, 𝑡) = 0                             

 

اول و  که سر و ته اش کجاست، خط سوم و چهارم هم شرایط مرزی اون بازه نشون میده   بینیم، بعد خط اول که معادله اصلی رو میفقط حواست با من باشه،  یه نفس عمیق بکش، چند دقیقه 

به درد  رو خلاصه کنیم و اون لاندا مون رو پیدا کنیم، حالا خط دوم  𝑈    خوایممی خورن که مقدارش صفر شده، این دو تا به درد جایی میآخرش رو داره نشون میده، یعنی میگه اول و آخرش 

  بینی یه عدد ثابته که برای خود معادله است، همین!هم که می   𝑎ଶ اون  خوره که میخوایم ضریب های سری فوریه شو پیدا کنیم.اونجایی می

ور رفته و مساوی یه تابعی   𝑡، جاهایی که با  خورهمی پیدا کردن لاندا به درد  ،کار داشته یعنی همون خط سه و چهار 𝑥جاهایی که با  ، خط اول همیشه معادله رو میدهپس چی یاد گرفتیم تا اینجا، 

  خوره!مون میپیدا کردن ضریب سری فوریه گذاشته، به درد 

 : 3و  2و  1مرحله 
.𝑋حالا کلش رو به    کنیم.گیریم و تو معادله جایگذاری شون . بعد مشتق های لازم رو میهستش  𝑡 و اون یکی    𝑥   ضرب دو تا تابع هستش که یکی شون کلاحاصلکه دنبالش هستیم  Uیعنی فرض کنیم جوابمون یا همون تابع   𝑇    حواست   ..کنیم.میتقسیم

𝑎ଶباشه برای راحتی کار میتونی اون   
  ها... 𝑇رو هم بندازی پیش     

𝑈 = 𝑋(𝑥). 𝑇(𝑡)          →            ൞

𝜕𝑈

𝜕𝑡
 = 𝑋. 𝑇′

𝜕ଶ𝑈

𝜕𝑥ଶ
= 𝑋". 𝑇

           
جایگذاری  در معادله اصلی
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ          𝑋. 𝑇ᇱ = 𝑎ଶ 𝑋". 𝑇          

÷ .் 
ሱ⎯⎯ሮ         

𝑇′

𝑎ଶ𝑇
=

𝑋"

𝑋
 

 : 6و  5و  4 مرحله 
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  : و حل کنیم. بعد شرایط مرزی رو بزاریم اون لاندا رو پیدا کنیم  )  بزاریم و دو تا معادله دیفرانسیل معمولی از تو دلش بکشیم بیرون 𝜆ଶ−دو طرف رو مساوی عدد ثابت  ( یعنی 

𝑋"

𝑋
= −𝜆ଶ                →           𝑋” + 𝑋𝜆ଶ = 0            

حل معادله دیفرانسیل  مرتبه دو
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ                𝑋(𝑥) = 𝑐ଵ𝑐𝑜𝑠𝜆𝑥 + 𝑐ଶ𝑠𝑖𝑛𝜆𝑥 

𝑇ᇱ

𝑇
= −𝜆ଶ                     𝑇ᇱ + 𝑇𝑎ଶ𝜆ଶ = 0              

حل معادله دیفرانسیل  مرتبه یک
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ             𝑇(𝑡) = 𝑑𝑒൫ିమఒమ௧൯ 

  یعنی داره میگه : ها داره بهمون میده. 𝑋تغییر کرده یعنی سرنخی از     𝑋رو دارند، ولی     𝑇قبلا هم گفتم اون دو تا شرط آخری اگه دقت کنی، هر دوتاشون   

𝑋(0) = 0         , 𝑋(𝑙) =   هر دوتا شو توی  𝑋  اعمال  می کنیم           0

()ୀ
ሱ⎯⎯⎯ሮ          𝑐ଵ𝑐𝑜𝑠𝜆(0) + 𝑐ଶ𝑠𝑖𝑛𝜆(0) = 0        →      𝑐ଵ = 0      →        𝑋(𝑥) = 𝑐ଶ𝑠𝑖𝑛𝜆𝑥 

()ୀ
ሱ⎯⎯⎯ሮ           𝑐ଶ𝑠𝑖𝑛𝜆(𝑙) = 0           

௦(గ)ୀ
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ           𝑛𝜋 = 𝜆𝑙          →             𝜆 =

𝑛𝜋

𝑙
        

پس
ሱሮ         𝑋(𝑥) = 𝑐𝑠𝑖𝑛 ቀ

𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ  

𝑐ଵدیدی که چون   اولا تو خط دوم اوف اوف، کلی نکته دارم،  = بینیم ضرب دو تا عدد صفر شده پس حتما حداقل یکی شون  می  دوما تو خط سومپس دیگه کلا حذفش کردیم از توی معادله،   0

چجوری صفر میشن؟  ؛ خب سینوس ها پس حتما این سینوس بوده که صفره مونه، صفر باشه چون کلا جواب مون صفر میشه و دیگه هیچی نمی  𝑐ଶصفر بوده دیگه مشتی، گفتیم آقا نمیشه که  

𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜋)     قبلا هم گفتم وقتی که = 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜋)        پس یعنی      ؛     0 = 𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑙)         →       𝑛𝜋 = 𝜆𝑙 

کنم تا برای هر تابعی جور دربیاد، چون اون عدده که مهم نیست، در واقع اون یه عدد  می  𝑛چون میخوام بزارم اش تو سری فوریه، دیگه عددش رو   ؟   𝑐نوشتم     𝑐ଶسوما چرا آخرش به جای   

  میزارم که برای هر تابع یه عدد خاصی دربیاد و فقط برای همون تابع باشه...  𝑛ثابته ولی برای اینکه تفکیک شون کنیم، دیگه   

  رو هم بنویسیم دوباره، بنده خدا سرپا وایستاده :   𝑇خب حالا که لاندا رو داریم، اون تابع   

𝑇(𝑡) = 𝑑𝑒൫ିమఒమ௧൯         
ఒୀ

గ


ሱ⎯⎯ሮ        𝑇(𝑡) = 𝑑 𝑒

൬ିమమగమ

మ ௧൰ 

 : 7مرحله  

𝑈 = 𝑋(𝑥). 𝑇(𝑡)       
جایگذاری 
ሱ⎯⎯⎯ሮ     𝑈 = 𝑐𝑠𝑖𝑛 ቀ

𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ . 𝑑 𝑒

൬ିమమగమ

మ ௧൰
       

ضرب ضریب ثابت ها
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ       𝑎𝑠𝑖𝑛 ቀ

𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ . 𝑒

൬ିమమగమ

మ ௧൰ 

 رو جاشون بزاریم.   𝑎گفتم این دو تا ضریب ثابت داره خب عدد هستند دیگه بیا تو هم ضرب شون کنیم و یه عدد ثابت جدید مثلا   فهمیدی تهش چیشد؟ 

 : 8مرحله  

  کنیم : پیدا میاز طریق همون خط دوم صورت سوال گیر نیاوردیم که اونم  رو هنوز   𝑎   توی سری فوریه، فقط این وسط اون عدد ثابت  خب کل اینو میزاریم

 𝑈 =   𝑎𝑛𝑠𝑖𝑛 ቀ
𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ . 𝑒

൬−𝑎2𝑛2𝜋2

𝑙2 𝑡൰
ஶ

ୀଵ

 

,𝑈(𝑥حالا توی خط دوم نوشته اقا      0) = 𝑥        ≺  یعنی یه جا𝑡  صفر بگیری جوابش میشه  رو𝒙     گرفتی چی میگم؟  

 𝑎𝑛𝑠𝑖𝑛 ቀ
𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ . 𝑒

൬−𝑎2𝑛2𝜋2

𝑙2 𝑡൰
ஶ

ୀଵ

      
(௫,)ୀ௫
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ       𝑥 =  𝑎𝑛𝑠𝑖𝑛 ቀ

𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ . 𝑒

൭−𝑎2𝑛2𝜋2

𝑙2 (0)൱
ஶ

ୀଵ

      →      𝑥 =  𝑎𝑛𝑠𝑖𝑛 ቀ
𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ

ஶ

ୀଵ

 

  آوردیم؟ یادت نیست برو فصل قبلی رو بخون : خب مرحله ی نهایی، اون ضریب سینوسی رو توی سری فوریه چجوری به دست می

𝑎 =
2

𝑙
න 𝑥. 𝑠𝑖𝑛 ቀ

𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ





𝑑𝑥     
انتگرال  گیری 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ     

2(−1)ାଵ𝑙

𝑛π
 

= 1 = 0 
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مونه، زندگی مثل يه ليوان چای می  

دته!  شيÜنی و تلخی اش دست خو

  پس تهش این همه جون کندیم و عرق ریختیم، جوابمون شد : 

𝑈 =  
(−1)ାଵ𝑙ଶ

𝑛𝜋
𝑠𝑖𝑛 ቀ

𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ . 𝑒

൬ିమమగమ

మ ௧൰

∞

𝑛=1

 

  

 눔눑눕눌눍눖눒눓눗حالا فاز نگیر، حلش کن ببینم  اینجاست که منتظر یه قهرمانه تا حلش کنه…  PDE یهمثلا)  

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

𝜕ଶ𝑈

𝜕𝑡ଶ
= 𝑎ଶ

𝜕ଶ𝑈

𝜕𝑥ଶ
      0 < 𝑥 < 𝑙

𝑈(𝑥, 0) = 𝑥                           
𝜕𝑈(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 𝑥ଶ                        

𝑈(0, 𝑡) = 0                            
𝑈(𝑙, 𝑡) = 0                             

 

اون بازه نشون میده که سر و ته اش کجاست، خط چهارم و پنجم هم شرایط مرزی اول و آخرش رو داره نشون میده، یعنی میگه اول   بینیم، دوباره؛ خط اول که معادله اصلی رو میدوباره مثل قبلی 

خوره  رو خلاصه کنیم و اون لاندا مون رو پیدا کنیم، بازم خط دوم (اینجا خط سوم هم همینطور) به درد اونجایی می 𝑼 خوایم   خورن که می و آخرش مقدارش صفر شده، این دو تا به درد جایی می

  놌놅놆녿놀놋농놌놅놆녿놀놋농놌놅놆녿놀놋농شل کن بریم سراغش  که میخوایم ضریب های سری فوریه شو پیدا کنیم. همین دیگه!

  نویسم و نکته ای داشت بهت میگم، خوبه؟ ، پس فقط به ترتیب می ، دیگه بزرگ شدیبه چنده  دیگه نمیگم مرحله چند

𝑈 = 𝑋(𝑥). 𝑇(𝑡)          →            

⎩
⎨

⎧
𝜕ଶ𝑈

𝜕𝑡ଶ
= 𝑋. 𝑇"

𝜕ଶ𝑈

𝜕𝑥ଶ
= 𝑋". 𝑇

           
جایگذاری  در معادله اصلی
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ          𝑋. 𝑇" = 𝑎ଶ 𝑋". 𝑇          

÷ .் 
ሱ⎯⎯ሮ         

𝑇"

𝑎ଶ𝑇
=

𝑋"

𝑋
 

𝑋"

𝑋
= −𝜆ଶ             →           𝑋” + 𝑋𝜆ଶ = 0            

حل معادله دیفرانسیل  مرتبه دو
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ                𝑋(𝑥) = 𝑐ଵ𝑐𝑜𝑠𝜆𝑥 + 𝑐ଶ𝑠𝑖𝑛𝜆𝑥 

𝑇"

𝑇
= −𝜆ଶ                𝑇" + 𝑇𝑎ଶ𝜆ଶ = 0              

حل معادله دیفرانسیل  مرتبه دو
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ             𝑇(𝑡) = 𝑑ଵ cos(𝑎𝜆𝑡) + 𝑑ଶ sin(𝑎𝜆𝑡)  

()ୀ
ሱ⎯⎯⎯ሮ          𝑐ଵ𝑐𝑜𝑠𝜆(0) + 𝑐ଶ𝑠𝑖𝑛𝜆(0) = 0        →      𝑐ଵ = 0      →        𝑋(𝑥) = 𝑐ଶ𝑠𝑖𝑛𝜆𝑥 

()ୀ
ሱ⎯⎯⎯ሮ           𝑐ଶ𝑠𝑖𝑛𝜆(𝑙) = 0           

௦(గ)ୀ
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ           𝑛𝜋 = 𝜆𝑙          →             𝜆 =

𝑛𝜋

𝑙
        

پس
ሱሮ         𝑋(𝑥) = 𝑐𝑠𝑖𝑛 ቀ

𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ 

𝑇(𝑡) = 𝑑ଵ cos(𝑎𝜆𝑡) + 𝑑ଶ sin(𝑎𝜆𝑡)         
ఒୀ

గ


ሱ⎯⎯ሮ        𝑇(𝑡) = 𝑑ଵ cos ቀ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
𝑡ቁ + 𝑑ଶ sin ቀ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
𝑡ቁ 

𝑈 = 𝑋(𝑥). 𝑇(𝑡)      
جایگذاری
ሱ⎯⎯⎯ሮ     𝑈 = 𝑐𝑠𝑖𝑛 ቀ

𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ . {𝑑ଵ cos ቀ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
𝑡ቁ + 𝑑ଶ sin ቀ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
𝑡ቁ}        

ௗభ  و ௗమ در  ضرب 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ       𝑠𝑖𝑛 ቀ

𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ {𝑎 cos ቀ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
𝑡ቁ + 𝑏 sin ቀ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
𝑡ቁ} 

  که بره تو سری فوریه!   𝑛و... گذاشتم     2و   1و عدد هاشون رو به دلخواه به جای   𝑏و     𝑎ساده است دیگه ضریب ثابت ها که تو هم ضرب شد یه چیز دیگه نوشتم شون مثلا   

𝑈 =   𝑠𝑖𝑛 ቀ
𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ {𝑎

𝑛
cos ቀ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
𝑡ቁ + 𝑏𝑛 sin ቀ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
𝑡ቁ}

∞

𝑛=1
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  ریم به جنگ شون! باقی مونده سوال می رو نداریم که با شرط های    𝑏و     𝑎) ولی هنوز دو تا عدد ثابت   𝑈مثل همیشه تا اینجا جواب رو به دست آوردی (یعنی همون تابع   

 𝑠𝑖𝑛 ቀ
𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ {𝑎

𝑛
cos ቀ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
𝑡ቁ + 𝑏𝑛 sin ቀ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
𝑡ቁ}

ஶ

ୀଵ

      
(௫,)ୀ௫
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ       𝑥 =  𝑠𝑖𝑛 ቀ

𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ {𝑎

𝑛
cos ቀ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
(0)ቁ + 𝑏𝑛 sin ቀ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
(0)ቁ}

ஶ

ୀଵ

      →      𝑥 =  𝑎𝑛𝑠𝑖𝑛 ቀ
𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ

ஶ

ୀଵ

 

𝑎 =
2

𝑙
න 𝑥. 𝑠𝑖𝑛 ቀ

𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ





𝑑𝑥     
انتگرال  گیری 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ     

(−1)ାଵ𝑙ଶ

𝑛π
 

డ(௫,)یعنی    مونده، پس میریم سراغ شرط بعدی    𝑏رو گیر آوردیم ولی هنوز     𝑎  داده، چون ما اینجا خب حالا فهمیدی چرا تو صورت سوال یه خط اضافه تر 

డ௧
= 𝑥ଶ   خودت متوجه میشی چی ،

𝑡مشتق بگیر بعد اگه دوباره     𝑡از کل تابع نسبت به   میگه دیگه؟ داره میگه رفیق  =   میشه! بریم باهم انجام بدیم :   𝑥ଶمساوی این تابع    ، بزاری  0

𝑈 =  𝑠𝑖𝑛 ቀ
𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ {𝑎

𝑛
cos ቀ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
𝑡ቁ + 𝑏𝑛 sin ቀ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
𝑡ቁ}

∞

𝑛=1

       

𝜕𝑈

𝜕𝑡
→       sin ቀ

𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ ቂ−𝑎𝑛

𝑛𝜋

𝑙
sin ቀ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
𝑡ቁ + 𝑏𝑛

𝑛𝜋

𝑙
cos ቀ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
𝑡ቁቃ

∞

𝑛=1

  

𝑈(𝑥,0)=𝑥
2

ሱ⎯⎯⎯ሮ       sin ቀ
𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ ቈ−𝑎

𝑛𝜋

𝑙
sin ቆ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
(0)ቇ + 𝑏

𝑛𝜋

𝑙
cos ቆ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
(0)ቇ

ஶ

ୀଵ

      →      𝑥ଶ =   𝑏𝑎
𝑛𝜋

𝑙

ஶ

ୀଵ

. 𝑠𝑖𝑛(
𝑛𝜋

𝑙
𝑥) 

𝑏 =
2

𝑙

𝑙

𝑎𝑛𝜋
න 𝑥ଶ. 𝑠𝑖𝑛 ቀ

𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ

𝑙

0

𝑑𝑥       
انتگرال  گیری 
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ       

2𝑙2

𝑎𝑛2π2
ቆ(−1)𝑛+1 +

2((−1)𝑛 − 1)

𝑛2π2
ቇ 

  ازم میگم هیچوقت شلوغی گولت نزنه، این  فقط انتگرال گیری جز به جز هستش، خودت همین الان یه دور حلش کن مطمئن بشی از پسش بر میای! باونجوری نگاه نکن، 

𝒂فقط نکته اش این بود که چون داخل تابع یه خورده شیشه داشتیم یعنی   
𝒏𝝅

𝒍
اومدیم برعکس همینو گذاشتیم بیرون انتگرال تا تعادل اش برقرار بشه، اگه یادت باشه تو انتگرال ما وقتی    

کردیم تا تعادل حفظ بشه، اینجا  کردیم بعد میومدیم بیرون هم برعکس اش رو اضافه می دیدیم داخلش یه جوریه که باید یه چیزی بهش اضافه کنیم تابتونیم حلش کنیم، بهش اضافه می می

𝒂هم انگار اومدیم گفتیم فرض کن داخل تابع اصلی مون در سری فوریه، یه دونه   
𝒏𝝅

𝒍
کنیم. اگه این روش اضاقه کردن رو  داریم پس برعکس اش رو بیرون میزاریم و بعد انتگرال گیری می   

  " رو یه دور بخون! بیشتر مشکلات ما تو ریاضی از اینه که قبلی هارو یادمون نیست نه اینکه چیزای جدید رو نمیتونیم یاد بگیریم!انتگرال به زبون آدمیزادیادت نیست برگرد "

  یعنی اگه دو تا عدد ثابت داشتی دومی رو دیگه باهمون انتگرال سینوسی گیر میاری...  کنیم.رو با انتگرال سینوسی حساب می  𝑏کنیم و   حساب می کسینوسی رو با انتگرال   𝑎باز بگم ما   

  الان معلومه دیگه، عدد ثابت ها هم پیدا شد، پس بزار سر جاشون فقط : 

𝑈 =   𝑠𝑖𝑛 ቀ
𝑛𝜋

𝑙
𝑥ቁ {

(−1)ାଵ𝑙ଶ

𝑛π
cos ቀ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
𝑡ቁ +

2𝑙ଶ

𝑎𝑛ଶ𝜋ଶ
ቆ(−1)ାଵ +

2((−1) − 1)

𝑛ଶ𝜋ଶ
ቇ sin ቀ𝑎

𝑛𝜋

𝑙
𝑡ቁ}

ஶ

ୀଵ

 

 

  

  ، میخوام باراندازش کنی برام! معادله دیفرانسیل جزئی با شرایط مرزیاینم یه مثلا)  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑈௫௫ + 𝑈௬௬ = 0        0 < 𝑥 < 𝑎    ,    0 < 𝑦 < 𝑏

𝑈(𝑥, 0) = 𝑥                                                             
𝑈(𝑥, 𝑏) = 0                                                             
𝑈௫(0, 𝑦) = 0                                                           

𝑈௫(𝑎, 𝑦) = 0                                                           

 

= 𝟎 = 1 

= 0 = 𝟏 
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برای پیدا کردن اون عدد ثابت  باز   خط دو و سهاون اندیس ها هم که میدونی نماد مشتق هاش هستن،  که معادله رو داده خط اول هول نکن، خط به خط نگاه کن ببین چی میفهمی ازش؟ خب  

 .خورنبه درد پیدا کردن لاندا می  همخط چهار و پنج  ، های داخل سری فوریه 

نظر گرفتن، فقط مشتق  گیرن، اینجا هم دو تای آخری بود که ایکس رو صفر در خیلی ساده اونایی که ایکس رو صفر میاز کجا فهمیدی باید کدوما رو برای پیدا کردن لاندا استفاده کنیم؟  استاد 

  کنیم.گیریم بعد این شرایط رو اعمل میهم دارن که خب یه مرحله اضافه تر داریم یعنی ازش مشتق می

𝑈 = 𝑋(𝑥). 𝑇(𝑡)          →            

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜕ଶ𝑈

𝜕𝑦ଶ
= 𝑋. 𝑌"

𝜕ଶ𝑈

𝜕𝑥ଶ
= 𝑋". 𝑌

           
جایگذاری  در معادله اصلی 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ           𝑋". 𝑌 + 𝑋. 𝑌" = 0          

÷ . 
ሱ⎯⎯ሮ         

𝑋"

𝑋
+

𝑌"

𝑌
= 0    →      

𝑋"

𝑋
= −

𝑌"

𝑌
 

𝑋"

𝑋
= −𝜆ଶ             →           𝑋” + 𝑋𝜆ଶ = 0            

حل معادله دیفرانسیل  مرتبه دو
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ                𝑋(𝑥) = 𝑐ଵ𝑐𝑜𝑠𝜆𝑥 + 𝑐ଶ𝑠𝑖𝑛𝜆𝑥 

−
𝑌"

𝑌
= −𝜆2                𝑌" − 𝑌𝜆2 = 0              

حل معادله دیفرانسیل  مرتبه دو
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ             𝑌(𝑦) = 𝑑1 𝑒𝜆𝑦  ^ + 𝑑2 𝑒−𝜆𝑦  

ᇱ()ୀ
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ          −𝑐ଵ𝜆 𝑠𝑖𝑛𝜆(0)  +  𝑐ଶ𝜆 𝑐𝑜𝑠𝜆(0) = 0        →        𝑐ଶ = 0        

جایگذاری  در معادله اصلی
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ        𝑋(𝑥) = 𝑐ଵ𝑐𝑜𝑠𝜆𝑥 

  ه جایگذاری کردم...دقت هم کن تو معادله اصلی  جایگذاری کردم.حواست بود دیگه اول مشتق گرفتم بعد 

ᇱ()ୀ
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ             𝑐ଵ𝑠𝑖𝑛𝜆𝑥 = 0           

௦(గ)ୀ
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ           𝑛𝜋 = 𝜆𝑎          →              𝜆 =

𝑛𝜋

𝑎
           

پس
ሱሮ           𝑋(𝑥) = 𝑐𝑐𝑜𝑠 ቀ

𝑛𝜋

𝑎
𝑥ቁ 

تونه صفر باشه، چون اگه صفر بود که دیگه چرا  هم نمی   𝜆حالا    )مونهدیگه چیزی از  نمی نمیتونه صفر باشه (چون اونجوری   𝑐ଵعلاوه بر اینکه     اینجابازم اول مشتق گرفتم بعد جایگذاری؛ 

 پس حتما همون سینوس صفره و ادامه داستان...   놊놅놆놇놈놉 گردیم؟ اسکل شدیم؟دنبالش می 

𝑌(𝑦) = 𝑑ଵ 𝑒ఒ௬  ^ + 𝑑ଶ 𝑒ିఒ௬           
ఒୀ

గ


ሱ⎯⎯ሮ           𝑌(𝑦) = 𝑑ଵ 𝑒

గ


𝑦  + 𝑑ଶ 𝑒ି
గ


𝑦 

𝑈 = 𝑋(𝑥). 𝑌(𝑦)             
جایگذاری
ሱ⎯⎯⎯ሮ           𝑐𝑛𝑐𝑜𝑠 ൬

𝑛𝜋
𝑎

𝑥൰ . {𝑑1𝑒
𝑛𝜋
𝑎 𝑦 + 𝑑2𝑒−𝑛𝜋

𝑎 𝑦}              
ௗభ  و ௗమ در  ضرب 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ              𝑐𝑜𝑠 ൬

𝑛𝜋
𝑎

𝑥൰ . {𝑎𝑛 𝑒
𝑛𝜋
𝑎 𝑦 + 𝑏𝑛𝑒−𝑛𝜋

𝑎 𝑦} 

میزاریم  تو سری  فوریه 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ           𝑈 =   𝑐𝑜𝑠 ቀ

𝑛𝜋

𝑎
𝑥ቁ . {𝑎 𝑒

గ


𝑦 + 𝑏𝑒ି
గ


𝑦}

∞

𝑛=1

 

𝑈(𝑥,0)=𝑥
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ           𝑐𝑜𝑠 ቀ

𝑛𝜋

𝑎
𝑥ቁ . {𝑎𝑒

గ


(0)
+ 𝑏𝑒ି

గ


(0)
}

∞

𝑛=1

       →         𝑥 =  𝑐𝑜𝑠 ቀ
𝑛𝜋

𝑎
𝑥ቁ . (𝑎 + 𝑏)  = 

∞

𝑛=1

 𝑎𝑐𝑜𝑠 ቀ
𝑛𝜋

𝑎
𝑥ቁ  

∞

𝑛=1

 

رو گیر    𝑎باید همون    دقت کردی که دو تا عدد ثابت رو با هم جمع کردیم و یه عدد ثابت دیگه ای فرضی جاش گذاشتیم، کارمون راحت بشه، اینجاشو هم دیگه بلدی، 

 بیاریم : 

𝑎 =
2

𝑎
න 𝑥. 𝑐𝑜𝑠 ቀ

𝑛𝜋

𝑎
𝑥ቁ





𝑑𝑥           
انتگرال  گیری 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ           

2((−1) − 1)

𝑛ଶπଶ
 

𝑈 =  𝑎𝑛𝑐𝑜𝑠 ቀ
𝑛𝜋

𝑎
𝑥ቁ  

ஶ

ୀଵ

          →         𝑈(𝑥, 𝑦) =
2((−1)𝑛 − 1)

𝑛2𝜋2
𝑐𝑜𝑠 ቀ

𝑛𝜋

𝑎
𝑥ቁ  

  

" هم دقیقا  دیفرانسیل به زبون آدمیزادیعنی همگن بودند، توی "اینایی که تا اینجا خوندیم، اگه دقت کرده باشی سمت راست معادله هاشون همیشه صفر بود یعنی چی؟ 

 PDEخب همونطور که حدس زدی، الان دیگه میریم سراغ ناهمگن های کردیم، همگن و ناهمگن، همین داستان رو داشتیم که ما دو جور معادله حل می
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" حل شون کنیم، فقط قبلش ناهمگن هارو به همگن تبدیل  جداسازیخبر خوب اینه که ناهمگن ها روش جداگونه ای ندارند، میخوایم با همون روش " 

  کنیم و بعدش مثل قبل جلو میریم... گرفتی چی میگم؟ می

눔눑눕눌눍눖눒눓눗  برای شما یه مدل خاص از سؤال مطرح میولی خب چون این مبحث خودش یه غول مفصل و پر شاخه همون حالتی که طرف راست معادله فقط به یه   –کنن ست، معمولا

 )بستگی داره 𝑥 (مثلامتغیر 

  

  هستش Xتابع فقط حالتی که سمت راست |  ناهمگن  PDE ه معادل

میتونیم  چند جور تابع بزاری تا ناهمگن بشن، حالا بگذریم که چند مدل شاید ندونی ولی باید بگم مدل های ناهمگن زیاد اند، خودت تصور کن میتونی 

اکثر جزوه استادا سر و کلش  اینجا فقط میخوایم اون حالتی رو یاد بگیریم که خیلی تو امتحانا میاد و تو ،  뇬뇨뇩뇭뇪뇫 شرایط مرزی بزاریم و... حالا سرتو درد نیارم 

  . پیدا میشه، یعنی حالتی که طرف راست معادله که ناهمگن اش کرده یه تابعی از ایکس هستش 

مثل قبلی هاست، حالا بریم سراغ مراحل تبدیل  برای حلش مجبوریم اول اینو به همگن تبدیل کنیم بعد دیگه بلدی معادله همگن رو حل کنی دیگه؟ 

  ناهمگن ها همگن :

  

  ... بیا کل راه رو ببین و بعد تو یه مثال برات کامل جا بندازم دوباره 

 

 

 

 

 

  

  

  : 1مرحله 

فرض     𝑥 رو فقط تابعی از  Wاینو همگن کنیم باید  فقط چون هدف مون اینه که یعنی  ، کنیم جوابمون در واقع دو تا تابع هستش که باهم جمع شدند، میایم فرض می 

  هستش. V  در واقع همون تابعی هستش که قراره باعث بشه اون سمت راست معادله حذف بشه و همگن بشه، چیزی که قراره بمونه همون  Wکنیم، این  

  : 2 مرحله

فقط تابعی از ایکس بود دیگه مشتق اش نسبت    Wو چون این    W داخل معادله اصلی میزاریم   Uمیایم به جای اون  رو پیدا کنیم که اصلا چی باید باشه؟   Wحالا قراره   

  چیه!   𝑊௫௫بفهمیم که  کنیم، یعنی تا اینجا تونستیم رو تنها می   𝑊௫௫  کنیم و حتما صفره پس اون قسمت هارو  صفر می 𝑡  به  

  : 4و  3 مرحله

 جمعهم  باکنیم جواب ما دو تا تابع اند که فرض می

 ایکس هستش. فقط تابعی از  W  ، منتهااندشده

𝑈 = 𝑉 + 𝑊 

W  نسبت هرچی مشتق  ،معادله اصلی جایرو میزاری

گیری و مشتق  رو صفر می) 𝑡به ایکس نیست (مثلا  

  نسبت به ایکس رو تنها میکنی! 

𝑊௫௫ = 𝑓(𝑥) 

رو   Wگیریم تا خودِ هر چند بار نیازه انتگرال میحالا 

  تنها گیر بیاریم 

න න 𝑊௫௫ 𝑑𝑥𝑑𝑥 = 𝑊 + 𝑐ଵ + 𝑐ଶ 

کنیمشرایط مرزی پیدا می رو از طریق    𝑐ଵ, 𝑐ଶ 

𝑈(0) = 0 →  𝑐ଵ = ⋯ 

𝑈 = 𝑉 + 𝑊   زاریم توی معادله اصلی جای میروU   و

  اینجوری معادله همگن میشه 

𝑈௫௫ − 𝑈௧௧ = 𝑥  
ୀାௐ
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ   (𝑉 + 𝑊)௫௫ − (𝑉 + 𝑊)௧௧ = 𝑥 

→    𝑉௫௫ − 𝑉௧௧ = 0 

و هر چی شد،   Wبزار داخل  اعداد شرایط مرزی رو

  ازش کم کن  شرایط مرزی رو

𝑈(0, 𝑥) = 0  →   𝑤(𝑥, 0) = ⋯ − 𝑤(𝑥) 
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𝑊 = −
𝑥3

6
+

𝑥

6
 

مثلا اگه دوبار  تا به خودش برسیم، حواسمون هم هست که اینجا گرفته شده انتگرال بگیریم،   Wباید به تعداد مشتق هایی که از     Wدیگه واضحه برای پیدا کردن خودِ   

. حالا برای پیدا کردن اینا باید بیایم شرایط مرزی رو بزاریم ببینیم چند دیمان، گیرشون که آوردیم، میزاریم جاشون و دیگه تا هم میده  Cانتگرال بگیریم، حتما دو تا  

  چیه!  Wاینجای کار فهمیدیم که دقیقا  

  : 5 مرحله

𝑼این   = 𝑽 + 𝑾   که جای   دقت کنتوی معادله اصلی،  کنیمرو جایگذاری میW   حذف  همونی که به دست آوردیم رو میزاریم، اینجوری باعث میشه طرف راست معادله

  حلش کنیم.سازن که دیگه بلدیم مونن و یه معادله همگن رو برامون میها می   Vبشه باهاش، ساده کاری هامون رو که انجام بدیم، به معادله ای میرسیم که فقط  

  : 6 مرحله

های مرزی رو  ی شرطهمهبازی مون ساده است، مونه شرایط مرزی که چون معادله مون رو عوض کردیم و همگن اش کردیم، طبیعیه که اینا هم باید آپدیت بشن، فقط می

  اینجا با یه مثال میگم منظورم چیه : ،  ایکس هاش عددی دارند یانهفقط باید حواست باشه که ون عددی دارند، ش   𝑥، ولی اگه جای    کم کنیم W   باید از 

,𝑈(𝑥ببین مثلا شرط مرزی میگه     1) = ؛ طبیعیه جلوی  صفربزاری جوابش میشه   1هاش (یا هر چیز دیگه ای) بیای   𝑡  خب آقا این میگه ایکس هاش که هیچی ولی جای  ،  0

,𝑈(1کنیم. چرا؟ چون ایکس هاشون تکون نخوردن، ولی فرض کن شرط مرزی بیاد بگه     Wرو منهای خود  صفر فقط باید عدد جوابش یعنی این  𝑡) = اونوقت میگیم  ،   0

  که توش عدد گذاشتیم)  W   (یعنیتوش عدد گذاشتیم رو منهای همینی بکنیم که الان  صفر، بعد دیگه جوابش یعنی بزاریم 1پس جای ایکس هامون بیا 

باید     W فقط تابعی از ایکس هستش پس اگه شرایط مرزی برای ایکس چیزی داشت حتما داشت این   W   چون کنیم. فقط Wباید همه رو منهای   خلاصه حرفم اینه که

  فکر کنم یه کوچولو گیج شدی، خوشتیپ بیا یه مثال برات حل کنم، صفا کنی...  .بزاریم

  

  معادله دیفرانسیل جزیی زیر رو حل کن.مثلا)  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑈௧௧ − 𝑈௫௫ = 𝑥        0 < 𝑥 < 1                            

𝑈(𝑥, 0) = 0                                                             

𝑈௧(𝑥, 0) = 1                                                            

𝑈(0, 𝑡) = 0                                                              
𝑈(1, 𝑡) = 0                                                             

          

  بینم سمت راست معادله صفر نیست پس ناهمگن هستش، بریم برای همگن کردنش :داستان از همینجا شروع میشه که می 

𝑈 = 𝑉 + 𝑊             
ௐ پیدا کردن
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ           𝑊𝑡𝑡 − 𝑊𝑥𝑥 = 𝑥         

تنها کردن 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ         𝑊𝑥𝑥 = −𝑥       

انتگرال  گیری 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ       න න −𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑥 = −

𝑥3

6
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2 

  بریم سراغ شرایط مرزی برای کردن عدد ثابت هامون :

یه عددی داشته باشه که بزاریم جای    𝑥هستش، پس باید بریم سراغ شرایط مرزی که توشون    𝑥و یادمون هستش که این فقط تابعی از  هستش دیگه   Wما تابع مون  

  اینا، یعنی دو تا خط آخری، گرفتی چی میگم؟

−
𝑥ଷ

6
+ 𝐶ଵ𝑥 + 𝐶ଶ             

(,௧)ୀ
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ           −

(0)ଷ

6
+ 𝐶ଵ(0) + 𝐶ଶ = 0         →        𝐶ଶ = 0 

−
𝑥ଷ

6
+ 𝐶ଵ𝑥                

(ଵ,௧)ୀ
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ                −

(1)ଷ

6
+ 𝐶ଵ(1) = 0             →           𝐶ଵ =

1

6
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  خب حالا جایگذاری کنیم : 

𝑈௧௧ − 𝑈௫௫ = 𝑥        
𝑈=𝑉+𝑊

ሱ⎯⎯ሮ        (𝑉 + 𝑊)௧௧ − (𝑉 + 𝑊)௫௫ = 𝑥        →        𝑉௧௧ + 𝑊௧௧ − 𝑉௫௫ − 𝑊௫௫ = 𝑥 

𝑊=−
𝑥3

6
+

𝑥

6
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ        𝑉௧௧ + (0) − 𝑉௫௫ − (−𝑥) = 𝑥          →        𝑉௧௧ − 𝑉௫௫ =  همگن  شد        0

صفر بود که    𝑡نسبت به     Wفقط مشتق این  رو ساختیم که باعث بشه اون تیکه ناهمگن داستان حذف بشه تا راحت بشیم،   Wکاری نداشتیم فقط    Vدقت کردی ما با  

  و معادله مون همگن شد. ها موندن   Vدیدی جاش صفر گذاشتیم و آخرش هم فقط  

,𝑈(𝑥هاشون سرجاشه (مثل     x، اون شرط هایی که   کنیم  Wشرایط مرزی رو هم باید آپدیت کنیم، راحتت کنم باید همه شرایط مرزی رو منهای    0) = ) که هیچی،  0

,𝑈(0هاشون یه عدده (مثل     𝑥ن شرط هایی که  ومیشن ولی ا  Wفقط منهای   𝑡) = بزاری و بعد منهاش بکنی، بریم انجام    Wهای    𝑥به جای   ) باید اون عدد رو هم 0

  بدیم تا یاد بگیری : 

𝑈(𝑥, 0) = 0         
௫  سر جاشه 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ           𝑈(𝑥, 0) = 0 − 𝑊         →        𝑉(𝑥, 0) =

𝑥ଷ

6
−

𝑥

6
 

𝑈௧(𝑥, 0) = 1          
مشتق   ௐ  نسبت  به   ௧  صفره 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ               𝑈௧(𝑥, 0) = 1 − 0         →        𝑉௧(𝑥, 0) = 1 

𝑈(0, 𝑡) = 0             
میگه  ௫  رو بزار صفر 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ             𝑈(0, 𝑡) = 0 − 𝑊             

ௐ ୀ ି
()య


ା

()


  →  

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ           𝑉(0, 𝑡) = 0 

𝑈(1, 𝑡) = 0         
میگه  ௫  رو بزار یک
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ          𝑈(1, 𝑡) = 0 − 𝑊           

ௐ ୀ ି
(ଵ)య


ା

(ଵ)


  →  

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ             𝑈(1, 𝑡) = 0 

  صفره دیگه!  𝑡 نسبت به   Wمشتق بگیر که میدونیم آقا مشتق    𝑡 "  ولی خب حواسمون هست که گفته نسبت به  𝑥  سر جاشه  توی خط دوم هم  "

𝑈(یعنی   خیلی ساده است، اگه یادت باشه ما یه جور تغییر متغیر گرفتیمکنیم؟ می  Wحالا ممکنه بگی اصلا برای چی منهای   = 𝑉 + 𝑊  هدف مون این بود که اون ،(V   و  بمونه

𝑉௧௧    همینه دیگه در واقع ما دیگه معادله شده بره با ناهمگنی بجنگه تا همگنش کنه، حالا توی شرایط مرزی هم   Wمعادله همگن رو بسازه، ولی اون   − 𝑉௫௫ = درسته؟ خب دیگه طبق  باید    0

  ها بمونن...   Vکمش کنیم تا فقط  ها    Wاز  تمام  

  که همگن هستش و بلدیم حلش کنیم : ،حالا معادله جدیدمون شد این

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑉௧௧ − 𝑉௫௫ = 0         0 < 𝑥 < 1                              

𝑉(𝑥, 0) =
𝑥ଷ

6
−

𝑥

6
                                                   

𝑉௧(𝑥, 0) = 1                                                            

𝑉(0, 𝑡) = 0                                                              
𝑉(1, 𝑡) = 0                                                             

          

  حتما بشین حلش کن تا مطمئن بشی این جزوه به یه دردی خورده، جواب آخرش باید بشه این : " که تا اینجا یاد گرفتیم حل کنی، جداسازیاینو میسپرم خودت به روش "

𝑉(𝑥, 𝑡) =  ቆ
2(−1)

𝑛ଷ𝜋ଷ
cos(𝑛𝜋𝑡) +

2(1 − (−1))

𝑛ଶ𝜋ଶ
sin(𝑛𝜋𝑡)ቇ sin(𝑛𝜋𝑥)

ஶ

ୀଵ

 

𝑈  چی بود؟ آفرین  Uبودیم، خب    Uگیر اومد ولی ما دنبال    Vحالا   = 𝑉 + 𝑊  :  

𝑈(𝑥, 𝑡) = −
𝑥ଷ

6
+

𝑥

6
+  ቆ

2(−1)

𝑛ଷπଷ
cos(𝑛π𝑡) +

2(1 − (−1))

𝑛ଶπଶ
sin(𝑛π𝑡)ቇ sin(𝑛π𝑥)
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𝑊 = −
𝑥4

2
+

𝑥

2
 

    ناهمگن جزیی رو بیار پایینمعادله دیفرانسیل دک و پوز این مثلا)  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑈௧௧ − 𝑈௫௫ = 6𝑥ଶ          0 < 𝑥 < 1                      

𝑈(𝑥, 0) = 𝑥                                                             

𝑈௧(𝑥, 0) = 1                                                            

𝑈(0, 𝑡) = 0                                                              
𝑈(1, 𝑡) = 0                                                             

          

  بریم اول همگن اش کنیم :

𝑈 = 𝑉 + 𝑊             
ௐ  پیدا  کردن
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ           𝑊𝑡𝑡 − 𝑊𝑥𝑥 = 6𝑥2          

تنها کردن 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ         𝑊𝑥𝑥 = −6𝑥2        

انتگرال  گیری 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ       න න −6𝑥2 𝑑𝑥𝑑𝑥 = −

𝑥4

2
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2 

  بریم سراغ شرایط مرزی برای کردن عدد ثابت هامون :

−
𝑥4

2
+ 𝐶ଵ𝑥 + 𝐶ଶ             

𝑈(0,𝑡)=0
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ            −

(0)4

2
+ 𝐶ଵ(0) + 𝐶ଶ = 0         →        𝐶2 = 0 

−
𝑥4

2
+ 𝐶ଵ𝑥                

𝑈(1,𝑡)=0
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ                −

(1)4

2
+ 𝐶ଵ(1) = 0             →           𝐶1 =

1

2
 

  

  خب حالا جایگذاری کنیم : 

𝑈௧௧ − 𝑈௫௫ = 6𝑥2         
𝑈=𝑉+𝑊

ሱ⎯⎯ሮ        (𝑉 + 𝑊)௧௧ − (𝑉 + 𝑊)௫௫ = 6𝑥2         →        𝑉௧௧ + 𝑊௧௧ − 𝑉௫௫ − 𝑊௫௫ = 6𝑥2 

𝑊=ି
𝑥4

2
ା

௫

2
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ        𝑉௧௧ + (0) − 𝑉௫௫ − (6𝑥ଶ) = 6𝑥ଶ           →        𝑉௧௧ − 𝑉௫௫ =  همگن  شد        0

میشن ولی اون   Wهاشون سرجاشه که هیچی، فقط منهای    𝑥کنیم، اون شرط هایی که     Wشرایط مرزی رو هم باید آپدیت کنیم، باید همه شرایط مرزی رو منهای   دوباره 

  :  بزاری و بعد منهاش بکنی  Wهای     𝑥هاشون یه عدده باید اون عدد رو هم به جای     𝑥شرط هایی که   

𝑈(𝑥, 0) = 𝑥         
௫  سر جاشه
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ           𝑈(𝑥, 0) = 𝑥 − 𝑊         →        𝑉(𝑥, 0) = 𝑥 +

𝑥4

2
−

𝑥

2
=

𝑥4

2
+

𝑥

2
 

𝑈௧(𝑥, 0) = 1          
مشتق  ௐ  نسبت به  ௧  صفره 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ               𝑈௧(𝑥, 0) = 𝑥 − 0         →        𝑉௧(𝑥, 0) = 𝑥 

𝑈(0, 𝑡) = 0             
میگه  ௫  رو بزار  صفر 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ             𝑈(0, 𝑡) = 0 − 𝑊             

ௐ ୀ −
(0)4

2
+

(0)

ଶ
  →  

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ           𝑉(0, 𝑡) = 0 

𝑈(1, 𝑡) = 0         
میگه  ௫  رو بزار  یک 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ          𝑈(1, 𝑡) = 0 − 𝑊           

ௐ ୀ  −
(1)4

2
+

(1)

ଶ
  →  

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ             𝑈(1, 𝑡) = 0 

   حالا معادله جدیدمون شد این، که همگن هستش و بلدیم حلش کنیم :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑉௧௧ − 𝑉௫௫ = 0         0 < 𝑥 < 1                              

𝑉(𝑥, 0) =
𝑥4

2
+

𝑥

2
                                                     

𝑉௧(𝑥, 0) = 𝑥                                                             

𝑉(0, 𝑡) = 0                                                              
𝑉(1, 𝑡) = 0                                                             
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  من قبل و بعد از Ùاضی öندسی

  ، جواب آخرش باید بشه این :خداوکیلی بشین این معادله همگن رو هم حل کن

𝑉(𝑥, 𝑡) =  ቈቆ
2(−1)ାଵ

𝑛π
+

12(−1)

(𝑛π)ଷ
+

24(1 − (−1))

(𝑛π)ହ
ቇ cos(𝑛π𝑡) + ቆ

2(−1)ାଵ

(𝑛π)ଶ
ቇ sin(𝑛π𝑡)

ஶ

ୀଵ

sin(𝑛π𝑥) 

  کن... برای هزارمین بار، زبونم مو در آمورد، قیافه رو نبین جیگر، خودکار رو بردار و حل 

𝑈بودیم، خب     Uگیر اومد ولی ما دنبال    Vحالا   = 𝑉 + 𝑊 :  

𝑈(𝑥, 𝑡) = −
𝑥ଷ

6
+

𝑥

6
+  ቆ

2(−1)

𝑛ଷπଷ
cos(𝑛π𝑡) +

2(1 − (−1))

𝑛ଶπଶ
sin(𝑛π𝑡)ቇ sin(𝑛π𝑥)



 

  V    گیر اومد ولی ما دنبالU  بودیم  : 

𝑈(𝑥, 𝑡) = −
𝑥4

2
+

𝑥

2
+  ቈቆ

2(−1)𝑛+1

𝑛𝜋
+

12(−1)𝑛

(𝑛𝜋)3
+

24(1 − (−1)𝑛)

(𝑛𝜋)5
ቇ cos(𝑛𝜋𝑡) + ቆ

2(−1)𝑛+1

(𝑛𝜋)2
ቇ sin(𝑛𝜋𝑡)

∞

𝑛=1

sin(𝑛𝜋𝑥) 
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  바밐밑밒박놅놆밓 برای دانلود بقیه جزوه هامون فقط روش لمس کنید، همین!
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